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Abstract

The Jahangir Graph Jgm for n > 2, m > 2 is a graph with the period of (nm + 1) that comprises a Cycle (Cpm)
by adding a close period to the period of m from C,, having a graphn in C,, each other. A graph is called
rainbow connection (rc) if every single line connecting two periods of u, v in G consists of rainbowu-vpath, and
a graph is considered strong rainbow connection (src)if there is a line with the length of d(u,v), connecting two
periods of u,v that consist of rainbow u-v geodesic. This research aimed to obtain upper limit srcin the Jahangir

2
Graph of J3 mfor m =2 end m = 3. It was found that the upper limit of numeral src (J3m) sm? + % + 3form =2
3m+3

and src Jgm < —1form=3.
Keywords: GraphJahangir, strong rainbow ,connection number

Abstrak

Suatu Graf Jahangir Jqm untuk » > 2, m > 2 adalah suatu graf dengan (nm + 1) titik yaitu graf yang terdiri dari
suatu Cycle (C,n) dengan menambahkan suatu titik bertetangga ke m titik dari C,nyang berjarak n satu sama
lain di C,,,, Suatu graf dikatakan rainbow connection (rc) jika setiap lintasan yang menghubungkan dua titik u,
v di G memuat rainbowu-vpath dan suatu graf dikatakan strong rainbow connection (src) yang jika terdapat
lintasan dengan panjang d(u,v) yang menghubungkan dua titik u,v memuat rainbow u-v geodesic. Tujuan dalam
penelitian ini adalah mendapatkan batas atas srcpada graf Jahangir Jimdengan m = 2 dan m = 3 Pada penelitian

. . m2 m 3m+3
diperoleh batas atas untuk bilangan src (Jz ) =5 t7t 3untukm= 2, dan src Jgm) <
Kata kunci : Graf Jahangir, strong rainbow, connection number

— luntuk m = 3.
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1. Pendahuluan terhubung tak trivial, didefinisikan suatu
Graf G didefinisikan sebagai pasangan pewarnanc: E(G)— {1,2,---,n};n€N, dimana sisi
himpunan (V(G), E(G), wG) dengan V(G) yang bertetangga boleh berwarna sama. Suatu
himpunan titik tak kosong, E(G) adalah lintasan u—v path dikatakan sebagai rainbow
himpunan sisi yang menghubungkan titik-titik path pada G jika tidak terdapat dua sisi pada path
pada G dan suatu fungsi keterkaitan (incidency yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan
function) yG yang mengaitkan setiap sisi di G rainbow-connected terhadap pewarnaan sisi,
dengan pasangan titik di G. Banyaknya titik jikaG memuat rainbow u-v path untuk setiap 0
di G disebut  orde(order) dari G yang dua titik u dan v pada G. Jika graf G bersifat
dinotasikan dengan |[V(G)|=v, dan banyaknya sisi rainbow connected maka pewarnaan sisinya
pada G disebut ukuran size dari G dinotasikan dinamakan rainbow coloring pada G.
dengan |E(G)|=e. Konsep dari rainbow Menurut Siang (2002:187), suatu graf
connection diperkenalkan oleh Chartrand pada G terdiri dari 2 himpunan yang berhingga,
tahun 2008. Misalkan G merupakan suatu graf yaitu himpunan simpul-simpul tidak kosong
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(V(G)) dan himpunan garis-garis (E(G)). Jadi,
suatu graf G adalah pasangan himpunan V dan E,
dituliskan G = (V,E), dengan V adalah suatu
himpunan berhingga dan E adalah suatu
himpunan rusuk yang bersisian dengan V.

Masalah jembatan Konigsberg adalah
mungkin tidaknya melewati ketujuh jembatan
yang ada di Kota Konigsberg masing-masing
tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat
semula. Untuk memecahkan masalah tersebut,
Euler memisalkan daratan yang dihubungkan
oleh jembatan dengan titik (vertex) dan jembatan
dinyatakan dengan sisi (edge), sebagaimana
diperlihatkan pada Gambar 1.

Gambar 1. Jembatan Konigsberg

Dengan menggunakan model tersebut,
Euler berkesimpulan bahwa tidak mungkin
seseorang dapat melalui  ketujuh jembatan
tersebut masing-masing satu kali dan kembali
lagi ke tempat semula.

. Termologi Graf

Definisi Graf G adalah pasangan
himpunan G = (v, e, ) dengan V(G) himpunan.
titik tak kosong, E(G) adalah himpunan sisi yang
menghubungkan titik-titik pada G dan suatu
fungsi keterkaitan (incidency function) w G yang
mengaitkan setiap sisi di G dengan pasangan titik
di G[1].. Banyaknya titik di G disebut orde
(order) dari G yang dinotasikan dengan V(G) =
v, dan banyaknya sisi pada G disebut ukuran size
dari G dinotasikan dengan | E(G) | = e.

Misalkan terdapat titik-titik «,v € V(G). Jika
terdapat sisi uv€ E(G), maka titik udan
vdikatakan bertetangga (adjacent), sedangkan
sisi uv dikatakan terkait (incident) dengan titik u
dan v. Berikut ini adalah contoh dari graf G pada
Gambar 2.
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Gambar 2. Graf G

Orde (order) dari G adalah banyaknya titik
di G, dinotasikan dengan [V(G)|. Ukuran
(size)dari G adalah banyaknya sisi di G,
dinotasikan dengan |E(G)|. Pada Gambar 2. Graf

G mempunyai |V(G)| = 7 titik dan |[E(G)| = 9
sisi. Lingkungan (neighbour) dari suatu titik v di
G adalah himpunan semua titik yang bertetangga
dengan v, dinotasikan dengan Ng(v)= u € V(G)
[vu € E(G). Pada Gambar2. grafG mempunyai
No(V) = Vi = Vo V7 Vg, Vo =V V3, V3 =V, Vg V7, Vg
= V3 V5, V5 = V4 Vg V7, Vg = V1 V5, V7 = V1 V3 Vs.
Derajat (degree) suatu titik v di G adalah
banyaknya sisi yang terkait dengan titik v,
dinotasikan dengan dg(Vv). Pada Gambar 2. graf G
terdapat titik vi = 3, v, =2, V3= 3, V4 = 2, V5 =
3Ve = 2, v; = 3. Derajat minimum graf G
dinyatakan dengan J(G)=min {ds (V)|]v € V(G)}
dan derajat maksimum graf G dinyatakan dengan
A(G)= maks {ds (V) | v € V(G)}. Pada Gambar 2.
grafG mempunyai 6(G) = 2dan A(G) = 3.

Jalan (walk) adalah suatu barisan yang
memuat titik-titik dan sisi-sisi bergantianW = vj
€1 V1 € V; €3 ... Ve Titik yang merupakan titik
awal dan titik akhir disebut dengan titik
terminal.Suatu jalan (walk) dapat dimulai dan
diakhiri oleh titik yang sama disebut jalan
tertutup (close walk). Sebaliknya, sebuah jalan
(walk) yang tidak tertutup disebut jalan terbuka
(open walk), sedangkan jejak (trail) merupakan
sebuah jalan yang semua sisinya berbeda. Pada
Gambar 3. (a) diberikan salah satu contoh jejak
dalam graf G yaitu v; — VvV, — V4 — V3 — V5 — V4 — Vg
— V7. Jika semua titik di jejak berbeda, maka jejak
dinamakan lintasan (path). Pada Gambar 3. (b)
merupakan salah satu contoh lintasan dalam graf
G vyaitu v; — v, — V3 — V4 — Vg — V7. Panjang
(length) dari suatu lintasan adalah banyaknya sisi
pada lintasan tersebut. Jarak (distance) antara u
dan v adalah panjang lintasan terpendek antara
kedua titik tersebut, dinotasikan dengan dg(u,v).
Pada Gambar 3. (c) salah satu jarak antara titik v;
ke v; sebanyak 3. llustrasi graf tentang definisi
jalan (walk) dapat di lihat pada Gambar.3.
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Gambar 3. (a). Jejak, (b). Lintasan, (c). Jarak dalam
graf G

B. Jenis-Jenis Graf

Dua buah simpul dalam graf, simpul u
dan simpul v dikatakan terhubung jika terdapat
lintasan dari u ke v. Jika dua buah simpul
terhubung maka pasti simpul yang pertama dapat
dicapai dari simpul yang kedua. Jika setiap
simpul di dalam graf terhubung, maka graf
tersebut disebut sebagai graf terhubung .
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Graf terhubung dimana suatu graf
sederhana dimana terdapat paling sedikit satu
lintasan yang menghubungkan setiap dua titik
u,v€ G. Jika tidak demikian, maka G dikatakan
graf tidak terhubung. Kemudian, suatu titik pada
graf terhubung dikatakan titik pendan (pendant
vertex) jika titik tersebut berderajat satu. Suatu
sisi pada graf terhubung dikatakan sisi pendan
(pendant edge) jika salah satu titik ujungnya
merupakan titik pendan. lustrasi graf terhubung
dengan n = 4 dapat dilihat pada Gambar 4.

vi
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Gambar 4. Graf terhubung dengann =4

Graf lingkaran (cycle) adalah suatu graf
yang setiap titiknya berderajat dua. Graf
lingkaran dengan n titik dinotasikan dengan C,,
untuk » > 3. llustrasi graf lingkaran C.dengan 3
< n < 5. Sedangkan graf pohonadalah graf tak-
berarah sederhanan dan jumlah simpulnya
sebanyak n. llustrasi graf lingkaran dan graf
pohon dapat dilihat pada Gambar 5.
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Gambar 5. (a). Graf lingkaran, (b). Graf Pohon

. Bilangan Strong Rainbow Connection
Perkembangan teori graf saat ini tidak
hanya secara teoritis, tetapi juga secaraaplikatif
seperti dalam ilmu jaringan komunikasi,
transportasi, ilmu komputer,musik, dan ilmu-
ilmu lainnya. Salah satu topik yang dipelajari
dalam teorigraf adalah pengoperasian graf dan
rainbow connection. Graf yang dihasilkandari
pengoperasian graf yaitu gabungan dari dua buah
graf atau lebih sehingga menghasilkan sebuah
graf. Konsep rainbow connection dapat
digunakan untuk pengamanan pengir-iman
informasi rahasia antar pemerintah dan agen.
Dalam halini, pemerintah dan agen tidak
diizinkan untuk saling mencek informasi karena
berhubungandengan keamanan nasional,

sehingga informasi kepada agen satu dan
lainnyaharus menggunakan sandi. Dengan
demikian, akan terdapat satu atau lebih lin-tasan
informasi untuk setiap dua agen dan harus
dipastikan tidak ada sandi yang berulang. Kata
sandi setiap lintasan harus berbeda, sehingga
harus ditentukan jumlah sandi yang dibutuhkan,
agar terdapat satu lintasan yang aman antaradua
agen. Situasi inilah yang dimodelkan dalam
bilangan rainbow connection. Pengoperasian
dilakukan pada graf CycleC4, graf Path Pn
dengan graf komplit Kldan graf Tribun Tn.
Untuk graf Cycle C4 dilakukan operasi
Amalga—masi, untuk graf Path Pn dengan graf
komplit K1 dilakuan operasi joint. Sedangkan
untuk graf Tribun dilakukan pengoperasian
shackle yaitu G = shack (T ribun, n).

Konsep  dari rainbow  connection
diperkenalkan oleh Chartrand pada tahun 2008.
Misalkan Gmerupakansuatu grafterhubungtak
trivial, didefinisikan suatu pewarnaanc:E(G)
—{1,2,...n}; n  €N,dimana sisiyang
bertetanggaboleh berwarnasama. Suatu
lintasanu—vpath dikatakan sebagai rainbow path
pada G jika tidak terdapat dua sisi pada path
yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan
rainbow connected terhadap pewarnaan sisi, jika
G memuat rainbow u-v path untuk setiap dua
titik u dan v pada G. Jika graf G  bersifat
rainbow connected maka pewarnaan sisinya
dinamakan rainbow coloring pada G.

Misalkan G merupakan suatu graf
terhubung tak trivial, didefinisikan suatu
pewarnaan c:E(G) — 1,2,...,n; n € N, dimana sisi
yang bertetangga boleh berwarna sama. Suatu
lintasan u-v path dikatakan sebagai rainbow path
pada G jika tidak terdapat dua sisi pada path
yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan
rainbow-connected terhadap pewarnaan sisi, jika
G memuat rainbow u-v path untuk setiap dua
titik u dan v pada G. Jika graf G bersifat rainbow
connected maka pewarnaan sisinya dinamakan
rainbow coloring pada G. Konsep tentang strong
rainbow connection (src) di perkenalkan oleh X.
Hou dan Y. Sun pada tahun 2010. Graf G
merupakan strongly rainbow connected jika G
memuat suatu rainbow u-v geodesic untuk setiap
dua titik u dan v di G. Jika G merupakan strongly
rainbow connected (src), maka pewarnaan c
dinamakan strong rainbow coloring dan minimal
warna yang diberikan dinamakan strong rainbow
connection number dinotasikan src(G). Suatu
strong rainbow coloring dari G dengan
menggunakan src(G) warna dinamakan sebagai
suatu minimum strong rainbow coloring dari G.
Sehingga rc(G)= src(G) untuk setiap graf
terhubung G.
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Berikut ini diberikan contoh rainbow
coloring untuk graf terhubung Ge.Graf Gg
mempunyai minimum pewarnaan rainbow u-v
path dan rainbow u-v geodesic adalah tiga,
sehingga diperoleh rc = src (Gg) = 3

Vi V4 Vs

V2 1 V3 Vs

Gambar 6. Graf terhubung Gg dengan rc=src(Gg) = 3

D. Graf Jahangir

Jahangir's Tomb adalah pemakaman yang
paling banyak dikunjungi para pejiarah saat hari
libur. Nama tempat pemakaman ini adalah
Shahdara Town, Lahore Pakistan. Tempat ini
dibangun oleh Shah Jahan putra Jahangir ke-10
tahun setelah meninggalnya ayahnya[2]. Definisi
graf Jahangir J,n, untuk n > 2, m > 3 adalah
suatu graf dengan (nm + 1) titik yaitu graf yang
terdiri dari satu Cycle C,, dengan menambahkan
satu titik yang bertetangga ke m titik dari
C.myang berjarak n satu sama lain di C,n[3].
Beberapa contoh ilustrasi Graf Jahangir Jsn
dengan m =2 dan m = 3terlihat pada Gambar 7.
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Gambar 7. Graf Jahangir Jg2), dan Jg 3

2. Metode Penelitian

Dalam penelitian ini, penulis memulai
dengan meninjau permasalahan, mengumpulkan
teori-teori yang didapat sebagai penunjang untuk
menyelesaikan  permasalahan tersebut dan
terakhir membuktikan  permasalahan yang
dibahas.

Adapaun langkah-langkah penelitian pada
kajian ini adalah sebagai berikut:

1. Memahami definisi dan termologi pada suatu
graf.

2. Memahami definisi dari graf jahanger Jism
untuk m=2danm=3.

3. Mendefinisikan pewarnaan sisi pada graf
Jahangir Jgmuntuk m =2 dan m = 3.

4. Memahami dan menentukan teoremastrong
rainbow connection dari Graf Jahanger Jem)
untukm=2danm = 3.

5. Menyimpulkan hasil yang diperoleh.

3. Hasil dan Pembahasan

Penelitian ini membahas tentang batas atas
bilangan strong rainbow connection (src)Jem
pada Graf Jahangir Jam untuk m =2 dan m =
3.Graf Jahangir Ji, m dengan n = 3 dan m = 2
dan m = 3 diperoleh batas atas bilangan strong
rainbow connection Graf Jahangir Jim) Seperti
disajikan dalam Teorema 1 berikut[4]. Teorema
1. Misalkan terdapat bilangan bulat m = 2 dan m
= 3, maka batas atas bilangan strongrainbow
connection dari Graf Jahangir Jspyaitu src (Jzm)

2
< T+ 43untk m= 2, dan src Jam <
M3 _ luntukm =3,
Bukti

Kasus 1. Untuk m =2

Dibuktikan batas atas dari bilangan rainbow
connection dari graf Jahangir yaitu src (J3m) <
m?/8 + m/4 + 3. Didefinisikan pewarnaan sisi
pada Graf Jahangir (J3 ). Misalkan V (Js6) = {v1,
Vo, V3, Vg, Vs, Vg, V7}, didefinisikan pewarnaan sisi
sebagai berikut;

c(e) =1, dimana e = v; Vj4; Uuntuk i=1,4

c(e) = 2, dimana e = v; Vj,g untuk i = 2,5

c(e) = 3, dimana e = v; Vi, Untuk i = 3

c(e) =4, dimanae =v; Vs untuk i = 4

c(e) = 3, dimanae =v; Viss untuk i = 1

c(e) =2, dimanae =v; Vi, Untuk i = 1

Diketahui Graf Jahangir Jg,) memiliki
diameter 3. Agar lintasan dengan panjang d(u,v)
memuat rainbowu-vgeodesic haruslah minimal
warnanya sebanyak rc(Jsp). Jika diperoleh
bilangan rc(J;;) = 3 sedangkan pemberian
3—warna untuk setiap dua titik yang tidak
bertetangga masih memuat lintasan yang tidak
rainbow u-v  geodesic, maka minimal
pewarnaannya haruslah 4-warna. Karena
pemberian 4—warna untuk setiap dua buah titik u
dan v yang berbeda memuat lintasan tersebut
rainbowu-v geodesic sehingga tidak mungkin
src(Js,) >4, akan tetapi haruslah src(Jzp) = 4.
Jadi diperoleh batas atas bilangan strong rainbow
connection pada Graf Jahangir, yaitu src(Jz,) <
4,

llustrasi ~ bilangan  strong  rainbow
connection untuk Graf Jahangir J; zdapat dilihat
pada Gambar 8.
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4. Kesimpulan

Gambar 8.src (Jso) = 4

Kasus 2. Untuk m=3
Dibuktikan batas atas dari bilangan strong
rainbow connection dari graf Jahangir yaitu src

Jam < S5 _ 1. Didefinisikan pewarnaan sisi

pada Jm). Misalkan V (J33) = {vi, V2, V3, Va4, Vs, Ve,
V7, Vg, Vg, Vio}, didefinisikan pewarnaan sisi sebagai
berikut;

c(e) =1, dimanae =v; Vi, untuki=1,4,7

c(e) =2, dimanae =v; Vi untuki =2,5, 8

c(e) = 3, dimanae =v; Vi Untuk i =3, 6

c(e) =5, dimanae =v; visg untuk i =7

c(e) = 2, dimana e =v; Vi« untuki =4

c(e) =3, dimanae =v; visg untuk i = 1

c(e) =4, dimanae =v; Visguntuk i =1

Diketahui ~ Graf  Jahangirdgsmemiliki
diameter 4. Agar terdapat lintasan yang
panjangnya d(u,v) memuat rainbow u-v geodesic
haruslah minimal pewarnaanya sebesar rc (Jz3).
Jika diperoleh batas atas bilangan rc (Js3) < 5
sedangkan pemberian 5-warna untuk setiap dua
buah titik yang berbeda memuat lintasan tersebut
rainbow u-v geodesic, sehingga tidak mungkin
src (Js3) > 5, akan tetapi haruslah src (J33) = 5.
Jadi diperoleh batas atas bilangan strong rainbow
connection pada graf Jahangir, yaitu src (J33) <
5.

lustrasi strongrainbow connection untuk
Graf Jahangir J 3), dapat dilihat pada Gambar 9.

\"_1

Gambar 9. src (Ja3) <5

Kesimpulan dalam penelitian ini adalah
diperolehnya batas atas bilangan strong rainbow
connectionpada Graf Jahangir Jsmuntuk m =2
dan m = 3. Bilangan strong rainbow connection
(src) Graf Jahangir Jgm untuk m =2 danm =3

. mz m
yaitu src (Jgm) < Pebs 3untukm= 2, dan src
m+3

Jam < — luntuk m = 3.Pada penelitian

ini, hanya ditentukan batas atas bilangan
strongrainbow  connection untuk Graf
JahangirJsm dengan m = 2 dan m = 3. untuk
pembahas  selanjutnya, pembaca  dapat
menentukan  batas  bawahbilangan  strong
rainbow connection untuk Graf Jahangirdgm
dengan m=2danm=3.
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